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并行预处理有限元方法及其在系统级封装结构

电磁模拟中的应用
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　　摘　要：　针对系统级封装结构的电磁兼容、信号完整性分析等应用，由于结构的复杂、多尺度和多材料的特性，
其大规模电磁问题模拟一直难以实现．本文中，主要展示了基于并行支撑框架 ＪＡＵＭＩＮ研发的高性能电磁计算程序
ＪＥＭＳＣＤＳ及其在系统级封装结构电磁仿真中采用的高效算法．针对系统级封装结构电磁仿真，我们构建了两种预处
理技术：区域分解方法与正定矩阵预处理方法．数值模拟结果显示ＪＥＭＳＣＤＳ程序在百ＣＰＵ核并行规模上能够实现了
近亿未知量的快速迭代求解．针对某天线阵列和射频系统级封装结构，利用ＪＥＭＳＣＤＳ程序在国产并行机上完成了电
磁场并行数值模拟，获得了电磁场的高分辨率结果，支持了电磁兼容性分析、信号完整性分析等应用．
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１　引言
　　电子信息系统的多功能化、小型化和高频化是其
发展的主要驱动力量，也是其发展方向．系统级封装结
构（ＳｙｓｔｅｍｉｎＰａｃｋａｇｅ，ＳｉＰ）是实现这些发展方向，也是
突破摩尔定律的主流技术之一．在新一代武器装备电
子信息系统和５Ｇ射频前端中具有重要的应用前景．ＳｉＰ

结构是高性能无源器件、垂直互连（ＴＳＶ、引线）与平面
互连（互连线）结构的高密度集成，它将不同功能的芯

片以三维堆叠的方式集成在一个封装中，具备典型的

复杂、多尺度、多材料等特征．因此，ＳｉＰ结构的精确电
磁模拟一直是一个难题［１］．

传统方法是将 ＳｉＰ结构的等效参数提取出来，然后
利用等效电路仿真［２，３］，例如 ＳＰＩＣＥ［４］，来快速仿真．传
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统方法高效，然而随着电子系统的工作频率越来越高，

互连线趋肤、串扰等效应和感应电容、电感等已经无法

被电路仿真准确刻画．随着计算能力的提高，全波数值
模拟方法成为仿真ＳｉＰ结构电磁特性的主流技术之一，
包括有限差分方法（ＦＤＴＤ）［５］、有限元方法（ＦＥＭ）［６］和
矩量法（ＭｏＭ）［７，８］．其中，ＦＥＭ在处理结构和材料方面
最具有灵活性．但 ＦＥＭ离散形成的矩阵条件数普遍较
差，针对大规模电磁问题求解困难．为此，研究人员提出
了许多预处理技术，包括区域分解方法和多重网格方

法．其中，区域分解为常用的 ＦＥＭ求解预处理方
法［９，１０］，它将计算区域分为多个子区域进行独立求解，

子区域之间以传输边界条件连接，子区域内通常采用

直接解法器．多重网格结合辅助空间方法对低频电磁
问题也有很好的适应性［１１，１２］，但随着ＳｉＰ工作频率的升
高，算法的性能也随之下降．

ＳｉＰ内部材料、实体多样，传统方法并不适应于这
种材料对比度高、电磁模态分布复杂的问题，且直接法

消耗资源过大．ＳｉＰ通常为亚波长结构，其内部的电磁
场分布没有明显的波动性．针对 ＳｉＰ结构的这一特征，
本文对比了两种主流的 ＦＥＭ预处理方法：区域分解预
处理方法与正定矩阵预处理方法．对正定矩阵可以通
过传统的辅助子空间算法（ＡｕｘｉｌａｒｙＭａｘｗｅｌｌＳｐａｃｅ，
ＡＭＳ）［１３］或者加性施瓦茨方法来快速求解（Ａｄｄｉｔｉｖｅ
ＳｃｈｗａｒｔｚＭｅｔｈｏｄ，ＡＳＭ）［１４］．数值结果显示，针对 ＳｉＰ结
构的电磁仿真，本文所提出的算法能够在百 ＣＰＵ核规
模上实现近亿未知量的快速迭代求解，且算法具有较

好的可扩展性．

２　算法描述

２１　控制方程
考虑真空区域 Ω中传播的时谐电磁波，通过在边

界Ω采用ＳｉｌｖｅｒＭｕｌｌｅｒ辐射边界条件进行截断，我们可
以得到如下的边值问题：

!

×１
μｒ
!

×Ｅ－ｋ２０εｒＥ＝－ｊωμ０Ｊｉｍｐ， ｉｎΩＲ３

ｎ×Ｅ＝０， ｏｎＳＰＥＣ

ｎ×１
μｒ
!

×Ｅｓ＋ｊ
ｋ０
η
ｎ×ｎ×Ｅｓ＝０， ｏｎＳ











 ０

（１）

其中，ｋ０是真空中电磁波传播的波数，ｎ是界面的外法

向单位向量，Ｊｉｍｐ为施加在端口面的激励， 槡ｊ＝ －１．对
方程（１）采用ＦＥＭ离散，得到弱形式：

∫Ω １
μｒ

!

×( )Ｅ·（!×Ｎ）－∫Ω（ｋ２０εｒＥ）·[ ]Ｎｄｘ
＋∫Ωｊ

ｋ０
η
（ｎ×Ｅ）·（ｎ×Ｎ）ｄｓ

＝－∫ΩＮ·［ｊωμ０Ｊｉｍｐ］ｄｓ

（２）

Ｎｌｋ＝λｌ!λｋ－λｋ!λｌ为Ｎｅｄｅｌｅｃ矢量基函数．
２２　区域分解预处理矩阵的构造

对式（２）采用非重叠性区域分解方法［１２］，经典的

区域分解方法将区域 Ω分解为 ｎ个不重叠的区域
Ω＝Ω１∪Ω２∪Ω３∪…∪Ωｎ，然后利用施瓦茨方法进行
迭代求解．相邻子区域之间采用 Ｒｏｂｉｎ传输边界条件
耦合：

Ｔｎ（Ｅ）＝（Ｉ＋（δ１ＳＴＭ＋δ２ＳＴＥ））（γｔ（!×Ｅ））

－ｊ槡ω εμ（Ｉ－（δ３ＳＴＭ＋δ４ＳＴＥ））（γＴ（Ｅ）），ｏｎΓ
（３）

其中，ＳＴＭ＝!τ!τ·，ＳＴＥ＝!τ×!τ×，τ表示界面切向方
向．最后得到区域分解方法的线性系统（对于两个子区
域）：

Ａ１ Ｃ１２
Ｃ２１ Ａ[ ]

２

ｕ１
ｕ[ ]
２

＝
ｙ１
ｙ[ ]
２

（４）

其中：

Ａｉ＝

ＡＩＩｉ ＡＩΓｉ ０ ０

ＡΓＩｉ ＡΓΓｉ Ｔｅｊｉｉ ０

０ （Ｔｅｊｉｉ）
Ｔ＋Ｓｊｅｉｉ Ｔ

ｊｊ
ｉｉ Ｄ

ｊρ
ｉｉ

０ ０ Ｆρｊｉｉ Ｔ
ρρ













ｉｉ

（５）

Ｃｉｊ＝

０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ －（Ｔｅｊｉｊ）

Ｔ－Ｓｊｅｉｊ Ｔ
ｊｊ
ｉｊ Ｄ

ｊρ
ｉｊ











０ ０ ０ ０

（６）

Ａｉ与Ｃｉｊ得构造可以参考文献［７］，进一步，构造块对角
预处理矩阵：

Ｍ＝ｄｉａｇ（Ａ１，Ａ２） （７）
对预处理矩阵 Ｍ 的求解，一般采用直接求解器，如
ＭＵＭＰＳ、ＳＵＰＥＲＬＵ等进行求解．
２３　正定预处理矩阵的构造

在另一种方法中，式（２）构造线性系统：
Ｋｕ＝ｙ （８）

令Ｋ＝Ｋｒ＋ｊＫｉ，ｕ＝ｕｒ＋ｊｕｉ，ｙ＝ｙｒ＋ｊｙｉ；可将式（８）转
化为等价的实数方程：

Ｋｒ －Ｋｉ
－Ｋｉ －Ｋ( )

ｒ

ｕｒ
ｕ( )
ｉ

＝
ｙｒ
－ｙ( )

ｉ

（９）

在式（８）中，半正定的二阶算子减去正定的零阶算
子，导致最后的系数矩阵 Ｋ不定，增加了迭代求解的难
度．为此，我们通过构造正定的预处理矩阵来实现代数
方程（８）的高效求解．

在对ＳｉＰ等电小尺寸结构的电磁模拟中，由于大量
精细结构的存在，剖分得到的网格尺寸通常满足 ｈ
λ０，其中 ｈ为网格特征尺寸，λ０为自由空间波长．则在
式（２）的体积分中，满足零阶项积分远远小于二阶项的

９５
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积分：

∫Ω（ｋ２０εｒＥ）·Ｎｄｘ∫Ω １
μｒ

!

×( )Ｅ·（!×Ｎ[ ]）ｄｘ
（１０）

因此，考虑到零阶项取不同符号对应的算子的特征值

相互之间具有等价性，即

Ｌ：＝
!

×１
μｒ
!( )× －ｋ２０εｒ （１１）

Ｌｄ：＝ !

×１
μｒ
!( )× ＋ ｋ２０ εｒ （１２）

两个算子的最大特征值分布近似．因此，针对式
（８）的求解，我们构造如下的正定预处理矩阵：

Ｍｄ＝
Ｓｄ ０
０ Ｓ( )

ｄ

（１３）

其中

　Ｓｄ（Ｅ，Ｎ）＝∫[Ω

１
μｒ

!

×( )Ｅ·（!×Ｎ）
＋∫Ω（ｋ２０εｒＥ）· ]Ｎ ｄｘ

＋∫Ω ｊｋ０η （ｎ×Ｅ）·（ｎ×Ｎ）ｄｓ（１４）
Ｓｄ正定，具有椭圆型方程的性质，可调用成熟、高效的
方法进行求解．

对预处理矩阵Ｍｄ的求解，可以采用成熟的辅助子
空间算法（ＡＭＳ）．ＡＭＳ引入四个辅助标量矩阵 ＡＮ和
Ａｘ，Ａｙ，Ａｚ，将ＦＥＭ离散形成的矢量矩阵转化为标量矩
阵，即

ＡＮ＝Ｇ
ＴＡＧ （１５）

Ａｉ＝（Πｉ）
ＴＡΠｉ，ｉ＝ｘ，ｙ，ｚ （１６）

其中，Ｇ和Π为映射矩阵．稀疏矩阵Ｇ表示节点和棱边
之间的转移矩阵，矩阵Ｇ的行代表棱边的编号，列代表
节点的编号，每行只有两个非零元素－１和１，位于每个
棱边的两个节点的全局编号上．算子 Π由三个矩阵表
示Π＝ Πｘ Πｙ Π{ }ｚ，每个矩阵的构造和 Ｇ类似，对
于Πｘ，第ｉ行元素为（１／２Ｇｘｃ），ｘｃ是所有 ｘ方向的坐标
值．采用相同的方法可以构造出Πｙ与Πｚ．最后，对四个
标量空间问题的求解，将采用传统的代数多重网格

（ＡＭＧ）方法．
对预处理矩阵 Ｍ 的求解亦可采用加性施瓦茨

（ＡＳＭ）方法，通过调用预处理代数库 ＨＹＰＲＥ实现．在
下文的测试中，我们将比较两种预处理矩阵求解方法

的效率．

３　大规模并行算法实现
　　ＪＥＭＳＣＤＳ程序的有限元大规模并行实现基于并
行框架 ＪＡＵＭＩＮ［１５，１６］，该框架的体系结构如图１所示，

包括支撑层、数值共性层和应用接口层．其核心是将整
个网格分为均衡的多个网格片层次结构，依次为最小

并行单元实现进程线程两级并行模式．其中，支撑层实
现了核心数据结构和并行自适应；数值共性层提供计

算区域的几何描述方法，包含求解偏微分方程组的成

熟计算方法和数值算法．

４　数值模拟算例
　　接下来将对ＪＥＭＳＣＤＳ程序相关算法的准确性、效
率展开测试．对区域分解预处理矩阵 Ｍ的求解采用直
接法，通过调用 ＭＵＭＰＳ解法器来求解．对正定预处理
矩阵Ｍｄ的求解将分别采用 ＡＭＳ和 ＡＳＭ的方法，预处
理矩阵求解的收敛门限设置为１０ｅ２．ＡＭＳ中辅助空
间矩阵Ｇ和Π将调用ＨＹＰＲＥ中的ＡＭＧ解法器进行求
解，而ＡＳＭ方法将直接调用 ＨＹＰＲＥ．整个系统矩阵求
解采用预处理ＧＭＲＥＳ方法，收敛门限设置为１０ｅ６．同
时为了对比算法的性能，在部分算例中我们对比测试

了区域分解方法的性能．两种方法表述如下．
（１）ＤＤＭ：区域分解方法，子区域求解采用 ＭＵＭＰＳ

直接解法器．
（２）Ｍｄ＋ＧＭＲＥＳ：正定矩阵预处理方法，Ｍｄ的求解

分别采用 ＡＭＳ和 ＡＳＭ方法，整体迭代采用 ＧＭＲＥＳ
方法．

ＪＥＭＳＣＤＳ程序的大规模并行测试均基于以下并
行计算平台：浪潮 ＮＦ５２８０Ｍ４集群（ＩｎｔｅｌＸｅｏｎＥ５
２６８０ｖ４（２４ＧＨｚ／１４ｃ）／９６ＧＴ／３５ＭＬ３／２４００，１６Ｇ ＥＣＣ
ＲｅｇｉｓｔｅｒｅｄＤＤＲ４２４００内存）．
４１　算法验证

ＪＥＭＳＣＤＳ程序的准确性验证以图２所示的天线单
元为例，其详细的结构参数见表１．分别利用 ＪＥＭＳＣＤＳ
程序和商业软件仿真了天线３０ＧＨｚ的辐射方向图，计
算结果对比见图２（ｂ），两个结果吻合的很好，验证了
ＪＥＭＳＣＤＳ程序的正确性．
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表１　天线单元结构的详细参数（单位：ｍｍ）

ｌ１ ｌ２ ｌ３ ｗ１ ｗ２ ｗ３

３９２６ １６ ５３ ２ ８６２ １４２

ｗ４ ｗ５ ｈ１ ｈ２ ｈ３ ｈ４

２１５ ４５５ ９ ２１ １３７１ ０７３

４２　性能测试
在算法性能测试中，我们将分别以阵列天线及天

线罩结构、某滤波器结构和天线系统射频前端 ＳｉＰ结构
为例，其电尺寸分别为 ５个电波长、００４个电波长和
０１个电波长．本文将针对不同电尺寸问题，测试算法
的迭代收敛性能、计算规模以及并行效率等．
４２１　阵列天线电磁特性仿真

以图３所示阵列天线的电磁特性仿真为例，测试两
种算法的收敛特性．该阵列天线包含３３个天线单元（图
２所示）和一个三层结构的天线罩，天线罩上覆盖有频
率选择表面结构．针对该问题的并行计算参数详见表
２，其未知量数目为１２１００６００．可以看到两种算法对该
问题都能很好的收敛．但是，针对阵列天线问题 ＤＤＭ
算法的鲁棒性较Ｍｄ＋ＧＭＲＥＳ算法的鲁棒性稍差，其迭
代步数随着并行规模（子区域数目）变化明显，尤其是

并行规模达到４４８ＣＰＵ核的时候．而 Ｍｄ＋ＧＭＲＥＳ算法
的迭代收敛步数稳定在５９０左右．然而，在强可扩展性
方面，ＤＤＭ的并行效率高于 Ｍｄ＋ＧＭＲＥＳ．这主要是因
为针对电尺寸为几个波长的阵列天线电磁问题，Ｍｄ＋
ＧＭＲＥＳ算法在并行规模较大的情况下，预处理矩阵Ｍｄ
的ＡＭＳ求解器消耗时间大幅上涨，使整个算法的并行
迭代效率下降严重．

表２　ＤＤＭ和 Ｍｄ（ＡＭＳ）＋ＧＭＲＥＳ算法的性能测试结果

并行

规模

ＤＤＭ Ｍｄ（ＡＭＳ）＋ＧＭＲＥＳ

迭代步数 时间／ｓ并行效率 迭代步数 时间／ｓ 并行效率

２８ ４２５ ５３５６８ １００％ ５８７ １５１５８ １００％

５６ ６３１ ３９７７８ ６７％ ５８７ １１１２３ ６８％

１１２ ５２３ １５８６８ ８４％ ５９０ ６６２３ ５７％

２２４ ４９５ ８６４７ ７７％ ５９４ １２３６２ １５％

４４８ ９０１ ６８４０ ５０％ ５９０ １１１６８ ８％

４２２　滤波器结构电磁特性仿真
以某滤波器结构（图４）的电磁特性仿真为例，测

试 Ｍｄ＋ＧＭＲＥＳ算法的收敛特性．计算参数详见表３，
其未知量数目为 １３９５７９１２，可以看到算法 Ｍｄ ＋
ＧＭＲＥＳ经过２００余次迭代即可收敛．并且，随着并行
规模的增大，算法迭代步数保持稳定，以１０ＣＰＵ核为
基准，８０ＣＰＵ核并行效率可达到４６％．在表４中，我们
进一步测试了算法的稳定性能，针对该滤波器结构，

随着网格加密直到１１１０１７８２４，算法迭代步数同样保
持稳定，间接证明了该预处理算法很好地利用了结构

的电磁分布特征．
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表３　Ｍｄ（ＡＭＳ）＋ＧＭＲＥＳ的稳定性测试

并行规模 迭代步数 时间／ｓ 并行效率

１０ ２００ ７５６４０７ １００％

２０ ２３９ ４２９５１８ ８８％

４０ ２２４ ２４２３０１ ７８％

８０ ２３２ ２０４６０７ ４６％

表４　Ｍｄ（ＡＭＳ）＋ＧＭＲＥＳ的稳定性测试

未知量数目 并行规模 迭代步数 时间／ｓ

１３９５７９１２ ８０ ２５２ ２９４２０６

１１１０１７８２４ ８０ ２４６ ２５３１８９

４２３　射频前端ＳｉＰ结构电磁特性仿真
以如图５所示真实天线系统ＳｉＰ为例，该模型采用

高温烧结工艺（ＨＴＣＣ）集成，包括射频前端与数字信号
处理两大部分．该ＳｉＰ具有１２层的堆叠和４８００个几何
体，包含ＢＧＡ焊球、内埋互连线、金属过孔等精细结，是
典型的多尺度（００２５ｍｍ～２０ｍｍ）问题．该 ＳｉＰ将传统
的射频放大器、混频器和滤波器集成到一个封装结构

中，大大提高了电子系统的性能．

针对此真实模型开展并行数值模拟，我们首先对

比了Ｍｄ（ＡＳＭ）＋ＧＭＲＥＳ和 Ｍｄ（ＡＭＳ）＋ＧＭＲＥＳ算法
与ＤＤＭ算法的性能．对该 ＳｉＰ整体剖分得到的未知量
数目为１２５０２６８３，三种算法的对比结果如表５所示．可
以看到ＤＤＭ的迭代收敛性能不及 Ｍｄ（ＡＳＭ）＋ＧＭＲＥＳ
和Ｍｄ（ＡＭＳ）＋ＧＭＲＥＳ算法．并且由于 ＤＤＭ需要在每
个子区域内部直接求解子区域矩阵，其总的迭代时间

达到了１２５９０ｓ．Ｍｄ＋ＧＭＲＥＳ将问题的特征考虑到预处
理矩阵的构造中，算法收敛性能与迭代时间均优于传

统的ＤＤＭ．在图６中我们给出了ＳｉＰ内部的电场分布．
　表５　ＤＤＭ和 Ｍｄ（ＡＳＭ）＋ＧＭＲＥＳ与Ｍｄ（ＡＭＳ）＋ＧＭＲＥＳ算法

的性能测试结果

算法 并行规模（ＣＰＵ核） 迭代步数 时间／ｓ

ＤＤＭ ８０ ７９０ １２５９０

Ｍｄ（ＡＳＭ）＋ＧＭＲＥＳ ８０ ５４６ ４４８２

Ｍｄ（ＡＭＳ）＋ＧＭＲＥＳ ８０ ４１７ ４８４５

　　接着，我们分别测试了 Ｍｄ（ＡＳＭ）＋ＧＭＲＥＳ和 Ｍｄ
（ＡＭＳ）＋ＧＭＲＥＳ算法的迭代收敛效率以及可扩展性
能，详细计算结果见表 ６．可以看到，针对预处理矩阵
Ｍｄ求解，ＡＳＭ方法具有更高的效率，但采用 ＡＭＳ方法
整体迭代步数更少，具有较高的并行效率．共同的是，两
种算法的迭代步数随并行规模增大几乎没有变化，以

１０ＣＰＵ核为基准，８０ＣＰＵ核的并行效率都大于３０％．不
过，由于预处理矩阵Ｍｄ求解效率随并行规模增加而降
低，最终导致了算法整体并行效率的下降．对比表２所
示的并行效率，针对 ＳｉＰ等电小尺寸问题时 Ｍｄ ＋
ＧＭＲＥＳ的可扩展性更好．
　　表６　Ｍｄ（ＡＳＭ）＋ＧＭＲＥＳ和Ｍｄ（ＡＭＳ）＋ＧＭＲＥＳ两种算法

扩展性测试

并行

规模

Ｍｄ（ＡＳＭ）＋ＧＭＲＥＳ Ｍｄ（ＡＭＳ）＋ＧＭＲＥＳ

迭代步数 时间／ｓ并行效率 迭代步数 时间／ｓ 并行效率

１０ ５３６ １１７１２４ １００％ ４２９ ２１４９０５ １００％

２０ ５４０ ７１１１９４ ８３％ ４２６ １１０８２６ ９７％

４０ ５３０ ４７５６８３ ６２％ ３９６ ６０６７１６ ８９％

８０ ５４６ ４４８２２７ ３３％ ４１７ ４８４５３６ ５５％

５　结论
　　本文展示了 ＪＥＭＳＣＤＳ程序在处理阵列天线、滤波
器和ＳｉＰ等不同电尺寸结构电磁仿真所采用的高效算
法．针对阵列天线电大尺寸问题，区域分解方法相较于正
定矩阵预处理方法具有良好的收敛特性与并行效率．针
对ＳｉＰ等电小尺寸问题，正定矩阵预处理方法可以实现
超大规模问题的快速迭代求解，效率优于传统的区域分

解方法，并且具有很好的并行可扩展性和稳定性．
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